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Numerisk differentiation

I en del situationer har man ikke en forskrift for en funktion. Det kunne for eksempel
vare et forseg, hvor man har en reekke mélepunkter. Man kunne da tro, at man er afska-
ret fra at differentiere, altsa finde tangenthaldninger. Det er heldigvis ikke tilfaeldet:
man kan benytte numerisk differentiation. For at det skal kunne lykkes pd en fornuftig
made, skal datapunkter helst ligge ret taet og ikke vare behaftet med for store usikker-
heder eller stej. Lad os tage udgangspunkt i en funktion og forsege at udvikle en teknik,
som giver tilnermede vardier for differentialkvotienterne i en rekke punkter.

Af definitionen pé differentiabilitet ved vi, at en funktion er differentiabel, hvis diffe-

renskvotienten har en graenseverdi for Ax — 0, og differentialkvotenten er da lig med
den pageldende grenseveardi:

(1)

% _ f(x0+AA’2‘f(x0) > ['(x,) for Ar—0

Sezetning 1

Hvis fer en funktion, som er differentiabel i x,, sd gelder folgende:

() AC R sz)'_Ai:(xO —AY) - f'(x,) for Ax—0

Bevis: Fra definitionen af differentiabilitet ved vi, at greensevardien af differenskvotien-
ten skal vaere den samme, uanset om Ax narmer sig til O fra hejre eller fra venstre. I
stedet for at sige at Ax gar mod 0 fra venstre, kan vi lige sa godt udskifte Ax med —Ax
1 (1), uden at det @&ndrer pa greensevardien. Vi har altsa:

(3) SO0 =802 J0) Ly fx) for Ax—>0

—Ax
Hvis vi ganger (1) med 4 og ganger (3) med 4 og leegger sammen, s& far vi umiddel-
bart (2). Detaljerne overlades til leeseren.

Grunden til at vi 1 det folgende vil bruge graensevardien (2) fremfor grenseverdien (1)
er, at (2) normalt konvergerer hurtigst af de to. Hermed menes, at udtrykket pd venstre
side 1 (2) normalt naermer sig hurtigere til differentialkvotienten, ndr Ax — 0, end den
normale differenskvotient ger. Situationen kan ses pa grafen pa naste side. Vi gnsker en
tilnaermet veerdi for differentialkvotienten f'(x,) i x,, dvs. en vaerdi for heldningen af
den rede tangent. Her vil udtrykket pa venstre side i (2), som grafisk er heldningen af
den grenne sekant, normalt vaere en bedre tilnermelse til tangentens haldning, end dif-
ferenskvotienten er. Denne péstand virker ogsd sandsynlig, ndr man kigger pd grafen pa
naste side.
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(4) f'(x,) = heldning af den rede linje
(5) ACT AQ =/ _ peldning af den bla linje
6) S ()= f(x—Ax) _
Ax
(7) SO+ AN =[x = Ax) heeldning af den grenne linje

2-Ax

@ -
v

4+ @

&
=
=

Ovelse 2

Forklar hvorfor (7) er rigtigt, dvs. at udtrykket er lig heldningen af sekanten gennem de
to punkter pa hver side af x, .

Vi vil 1 vore metoder krave, at datapunkternes x-vardier ligger ligeligt fordelt hen ad x-
aksen, dvs. at der er samme skridtleengde overalt. Den vil vi betegne med 4. Den kom-
mer til at svare til Ax ovenfor. For at gere det mere overskueligt, veelger man ofte at
@ndre notationen: x-koordinaten for det punkt, vi er 1 feerd med at betragte, vil vi beteg-
ne med x,. Punkterne til hejre for skal have x-koordinater x,, x,, ..., mens dem til ven-
stre for skal have x-koordinater x_;, x_,, ...
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Vi vil endvidere lade fo’ betegne differentialkvotienten 1 x,. Med disse nye betegnelser
kommer (5), (6) og (7) til at give anledning til felgende numeriske metoder til bestem-
melse af tilneermede verdier for differentialkvotienten i x,, :

(8) fO' ~ % (Forward difference)
9) fo' ~ % (Backward difference)
(10) fo' ~ fl;—hf_l (Central difference)

Metodernes respektive navne pa engelsk er angivet i parentes. Vi ser, at forward diffe-
rence involverer det betragtede punkt og det naste punkt. Backward difference involve-
rer det betragtede punkt og det forrige punkt. Central difference involverer bade det
naeste og det forrige punkt, men ikke det aktuelle punkt selv. Central difference metoden
er normalt klart den mest nejagtige af de tre.

I det neeste afsnit vil vi i programmet Excel teste metoderne forward difference og cen-
tral difference pd data fra en kendt funktion. I det efterfelgende afsnit vil vi se pa nume-
riske metoder anvendt pa rigtig data fra et forseg i programmet Logger Pro. Endelig vil
vi 1 sidste afsnit med titlen "Taylorpolynomier og andet godt" otale andre numeriske
metoder og hvordan man kan vurdere, hvor ngjagtige metoderne er. Sidste afsnit er ikke
specielt rettet mod gymnasieelever, da svaerhedsgraden er ret hgj.
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Eksperiment i Excel med data fra kendt funktion

I denne ovelse skal du teste forskellen pa, hvor god metoden central difference er sam-
menlignet med metoden forward difference i tilfeeldet, hvor data felger funktionsvardi-
erne for en kendt funktion. Det satter os nemlig i stand til at sammenligne de numeriske
vaerdier for differentialkvotienterne med de rigtige. Programmet Microsoft Excel er
meget velegnet til opgaven. Nedenfor vil jeg give detaljer til, hvordan det udferes for de
leesere, som ikke er sa rutinerede i brugen af Excel. Vi vil undersege funktionen
f(x)=x-sin(x). Det er et mere eller mindre tilfeeldigt valg. Vi betragter funktionen 1
intervallet [0,7] og vaelger en skridtlengde pé 0,1.

a) Aben et regneark og skriv i felterne, s det ser ud nogenlunde som nedenfor. Bag-
grundsfarverne hjaelper til at give overblik.

A B C D E F G H

» Numerisk differentiation

2
3 |Start
4 Skridtla=ngde 0,1

y Rigtig diff Forward Afvigelse Central 3 Afvigelse

w e ~
=

b) Viensker at alle tal, som star i kolonnerne fra B til og med G skal vises med 6 deci-
maler. Det klares ved at markere de seks kolonner i den gra vandrette linje med ko-
lonne bogstaverne og derefter hojreklikke, mens cursoren befinder sig et sted over
det markerede omrade. I den fremkomne kontekstmenu vaelges Formater celler....

| M| A B | C | D | E | E G
- . - - % Ki!p
» Numerisk differentiation o
ED =2 Kopier
| 3 start 0 Indstillinger for St ind:
_4_ Skridtleengde 0,1
5 |
6 |
7 | X ¥ Rigtig diff Forward Afvigelse
g | Indszet
| 9 | Slet
10| .
_1_1"1 Ryd indhold
12| =
== ¥ Formater celler...
1| = N
:1%] Kolonnebredde...
L skiul
16| _
17| Vis
18 |
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¢) Under fanen 7al og kategorien Tal velges antal decimaler til 6. Afslut med OK.

. . ) . . .
Formater celler M

Tal | Justering | Skrifttype Kant Fyld Beskyttelse
Kategori:
Standard - Eksempel
Tal
Valuta
Revision - I Y
Antal decimaler: |ig g
Dato - I %
Klokkeslzet [] Benyt tusindtalsseparatar ()
Procent
Brok Negative tal:
Videnskabelig -1234,543210 -~
Tekst 1234,543210
Speciel -1234,543210
Brugerdefineret -1234,543210

Med talformatet vises almindelige tal. Benyt Valuta og Revision til speciel formatering af pengevaerdier.

[ 0K ] l Annuller

—_—_——

d) Ikolonne A gor du det samme, bortset fra at antal decimaler sattes til 2.

e) Startverdien for x'erne stér 1 felt B3 og skridtlengden stér i felt B4. Grunden til at
de er skrevet ovenfor det egentlige regneark er, at det sa bliver nemmere at foretage
aendringer 1 disse veardier, hvis vi senere vil foretage andre undersggelser. Start med
at skrive =B3 1 feltet A8 og tryk Enter. Husk at ndr man skriver et lighedstegn som
det forste i et felt, sd ved Excel, at man er i gang med at skrive en formel.

A B C D
Numerisk differentiation

1

2

4 | Skridtlaengde 0,100000

5

[

7 X y Rigtig diff Forward
8 |=b3|

9

f) I felt B9 skrives formlen =A8+$B$4 og der afsluttes med Enter.
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g)

h)

)

k)

Vi skal nu til at nedkopiere. Det betyder, at vi sparer arbejdet med at gentage form-
lerne 1 hvert felt fra A10 til A78. Bemerk, at det var vigtigt, at vi i formlen 1 felt A9
anbragte dollartegn, da det sikrer at feltet B4 ikke @ndrer sig ved nedkopiering.
Derimod skal feltet A8 1 formlen @ndres til A9, A10, etc. nar vi nedkopierer. Derfor
ingen dollartegn her! Man nedkopierer ved at lade cursoren vandre ned 1 hejre
hjerne af feltet indtil cursoren bliver til et sort plus-tegn. Nér cursoren ser saledes
ud, trekker du nedad ind til og med felt A78.

A B C D
; Numerisk differentiation
2
3 |Start 0,000000
4 Skridtleengde 0,100000
5
6
7 X ¥ Rigtig diff Forward
8 0,00
9 0,10
10 T
11

Du har nu tallene fra 0 til 7 i skrift pa 0,1 i kolonne A. Vi skal derefter til kolonne
B. Her onsker vi de tilherende funktionsverdier for funktionen f(x)= x-sin(x).
Anbring cursoren i feltet B8 og skriv formlen =A8%*sin(A8) og afslut med Enter.
Husk at feltet A8 indeholder x-vaerdien.

Nedkopier feltet B8 indtil felt B78.

Vi skal have de korrekte differentialkvotienter 1 kolonne C. Vi har pd forhand reg-
net ud, at f”(x) =sin(x)+ x-cos(x). Derfor skriver du i feltet C8 folgende formel:
=sin(A8)+A8*cos(AS), trykker Enter og nedkopierer derefter til feltet C78.

Vi skal nu have udregnet vaerdierne for differentialkvotienterne beregnet ved hjalp
af forward difference metoden. 1 felt D8 skriver du formlen =(B9-B8)/$B$4, tryk-
ker Enter og nedkopierer derefter til feltet D77 (ikke D78!).

A B C D z
Numerisk differentiation

Start 0,000000

Skridtlaengde 0,100000

S0~ v b iwin e

X ¥ Rigtig diff Forward Afvigelse
0,00 0,000000 0,000000
0,10 0,009983 0,199334
0,20 0,039734 0,394683



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 9

D

Bemark lige fra forrige punkt, at formlen =(B9-B8)/$B$4 er logisk: Den tilnaerme-
de verdi for differentialkvotienten 1 en given x-vardi er forskellen mellem funk-
tionsverdien et skridt leengere fremme og funktionsvardien i den aktuelle x-vaerdi
og sd divideret med skridtleengden, som star i feltet B4. Men vi skal have beregnet
afvigelsen 1 forhold til den rigtige vardi for differentialkvotienten. Derfor skriver
du i feltet E8 formlen =D8-CS8, trykker Enter og nedkopierer ned til E77.

A B C D E F

. Numerisk differentiation

2

3 Start 0,000000

4 Skridtlaengde 0,100000

5

6

7 X v Rigtig diff Forward Afvigelse Central 3
8 | 0,00 0,000000]  0,000000]  0,099833)=D8-C3 |

9 0,10 0,009983 0,199334 0,297505

10 0,20 0,039734 0,394683 0,489222

11 0,30 0,088656 0,582121 0,671113

Vi er nu klar til den numeriske metode kaldet central difference, som vi formoder e
r mere nejagtig end forward difference metoden. Bemark 1 ovrigt, at der er tilfojet
et 3-tal 1 navnet. Det skyldes, at der findes en central difference metode for hvert
ulige tal. I de metoder med hgjere nummer medtages blot flere funktionsvaerdier pa
hajre og venstre side af den aktuelle x-verdi. I feltet F9 (ikke F8!) skriver du fol-
gende formel: =(B10-B8)/(2*$B$4), trykker pa Enter og nedkopierer til feltet F77.
Grunden til, at du skal starte i feltet F9 og ikke allerede i felt F8 er naturligvis, at
der ikke er nogen funktionsvaerdi for den forste x-vaerdi, og det kreves jo af meto-
den. S4 vi starter altsa i naeste x-vaerdi!

A B C D z F G
Numerisk differentiation

Start 0,000000

Skridtlaengde 0,100000

X y Rigtig diff Forward Afvigelse Central 3 Afvigelse

1
2
3
4
5
6
7
8 000 00000000  0,000000 0,099833 0,009833

9 | 0,10 0,009983 0,199334 0,297505 0,098171[=(B10-88)/(2*$B34)
0 020  0039734] 0394683 0,489222 0,094539 T

11 0,30 0,088656 0,582121 0,671113 0,088992
12 0,40 0,155767 0,757843 0,839454 0,081612

=

Tilsvarende som under punkt 1), kan du nu bestemme afvigelserne ved i feltet G9 af
skrive formlen =F9-C9 og derefter nedkopiere ...
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0) Nu kan du inspicere og sammenligne fejlene i de to numeriske metoder 1 tilfaeldet
med denne funktion ved at kigge 1 tallene i kolonne E og G. Det kan dog give et
starre overblik, hvis man laver en graf over fejlene som funktion af x-vardien. Det
kan du gere ved at markere alle felterne fra A9 til og med A77, holde Ctrl-tasten
nede, mens du ogsd markerer felterne fra E9 til og med E77 og felterne G9 til og
med G77 og derefter vaelge menuen Indscet > Punktdiagram (kun med datameer-
ker). S& far du en meget visuel indikation, at metoden central difference 3 er meget
mere nejagtig end forward difference. Efter lidt formatering og retten til, kan det
komme til at se ud som nedenfor ...

A B @ D E F G
1 Numerisk differentiation
2
3 Start 0,000000
4 Skridtleengde 0,100000
5
6
7 X y Rigtig diff Forward Afvigelse Central 3 Afvigelse
8 0,00 0,000000 0,000000 0,099333 0,099333
9 0,10 0,009983 0,199334 0,297505 0,098171 0,198669 -0,000665
10 0,20 0,039734 0,394683 0,489222 0,094539 0,393364 -0,001319
11 0,30 0,088656 0,582121 0,671113 0,088992 0,580167 -0,001954
12 0,40 0,155767 0,757343 0,839454 0,081612 0,755284 -0,002559
13 0,50 0,239713 0,918217 0,990727 0,072510 0,915091 -0,003126
14 0,60 0,338785 1,059844 1,121669 0,061825 1,056198 -0,003646
Fejl i de to numeriske metoder
0,30
= o.o..
0,25 =~ -
* L J
0,20 1* -
c .
2 0,15 % 5
ls b [ )
2 0,10 “toi .
© e -
£ 0,05 o - )
o . . - » Forward difference
(] OIOO L] L J ®000000g000
E * . ¥ « Central difference 3
© -0,05 s % s
- ° (1
2 0,10 , =, :
w [ ]
20 ° s> d
!-E '0,15 “ugeet
<
-0,20
0 1 2 3 4 5 6 7
X

p) Man kan naturligvis ogsd enske at tegne grafen for de numeriske differentialkvo-
tienter som funktion af x-vaerdien. Det kan geres pa lignende made som under
punkt o). Detaljerne overlades til laeseren.
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Analyse af eksperimentel data med stej i Logger Pro

I mange anvendelser af numerisk differentiation har man blot en liste af datapunkter fra
et forspg. Udover at disse datapunkter ikke nedvendigvis behover folge en teoretisk
kurve, er de desuden ofte beheftet med stej/usikkerhed. Vi kan dog gere brug af
numerisk differentiation alligevel. Hvilken metode, der er mest velegnet, athenger dog
af datapunkternes forleb og graden af stgj. Der findes i1 gvrigt adskilligt flere metoder til
bestemmelse af numeriske vardier for differentialkvotienter end de tre, der er omtalt
tidligere i1 dette dokument.

Lad os sige, at vi har optaget mélinger af PH-vaerdien under en titreringsevelse, hvor vi
lobende tilsatter draber af NaOH til en oplesning af H;PO4. Vi ensker at bestemme k-
vivalenspunktet sa ngjagtigt som muligt. Dette punkt findes, hvor haeldningskoefficien-
ten pa kurven er sterst mulig. Man indser, at det svarer til at finde det sted, hvor diffe-
rentialkvotienten har maksimum. I det folgende antages, at data er optaget ved hjelp af
for eksempel en PH-elektrode og en drdbetaller tilsluttet en LabQuest, samt at data er
registreret 1 de to forste sgjler i software programmet Logger Pro.

4 Logger Pro - Titreringskurver for Phusphorsyre.cmm -—— - e —- .—: -
Filer Rediger Forsgg Data Analyser Indseet Indstillinger Side Hjeelp
U B @|cisidel ~[#MEAQAKXLLETALAM0C
Der er ikke tilsluttet en enhed.
Dat o (=]
Volumen PH
(mL)
1 0,00000 1,7562! |
iza 0,03571 1,7707
3 | 0,07143 1,7707 1
4 | 0,10714 1,7707
5 | 0,14286 1,7659
6 | 0,17857 1,7659
7 0,21429 1,7659
8 | 0,25000 1,7707
9 | 0,28571 1.7611 104

o
o

0,32143 1,7707
0,35714 1,7804
0,39286 1,7804
0,42857 1,7707
0,46429 1,7755
0,50000 1,7804
0,53571 1,7804

0,57143 1,7804

0,60714 1,7852

0,64286 1,7852
0,67857 1,7852 a
0,71429 1,7949
0,75000 1,7949
0,78571 1,7949
0,82143 1,7994
0,85714 1,7994
0,89286 1,8042 5
0,92857 1,8090
0,96429 1,8090
1,00000 1,8139
1,03571 1,8187
1,07143 1,8187
1,10714 1,8187
1,14286 1,8235
1,17857 1,8332
1,21429 1,8332
1,25000 1,8380
1,28571 1,8380
1,32143 1,8474
1,35714 1,8474 | |
1,39286 1,8522

1,42857 1,8570 0 10 B

—
=

.
N

S tersaa,..,

PH

N A I A A I I A I S S R S S N N S P e e P e
SO0 ®ONOOREWN =0 ©00~NDOERWN =0 O0~NDG AW
s

Volumen (mL)

Logger Pro har indbygget faciliteter til numerisk differentiation:

a) Vealg menuen Data > Ny beregnet kolonne... 1 den fremkommende dialogboks an-
forer du navne. Dernzst trykkes pa knappen Funktioner.



12 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

b) I funktionsmenuen vist nedenfor vaelges punktet regning > derivative. Sidstaevnte
er det engelske ord for differentialkvotient.

R T ¥ —  —paaa asseasaee - Seaeyy W
Hjaelp analyse ’
el Ol » [N beatsPerMinute
blodtryk ’
boolsk ’
derivative N regning ’
derivativeTimeShift constant
integral delta
secondDerivative digital filtrering ’
secondDerivativeTimeShift Electrophoresisinterpolate
collapse exp
collapselndirect integer
interpolate
In
[ Ny beregnet kolonne log
modulo
photogate ’
Labels og enheder: rate
»
o [m— :zter:znde bevagelse S— j
Kaldenavn: l[)'ﬁi J SmO.Ot_hAve
statistik ’
Destination: step
—— @ stepColumnBased
‘ subset
Ii Udtryk: sum
sqrt —
trigonometrisk >
Veerdi
[Funktioner > ] [ Variabler (kolonner) > ] [ Parametre > ]
[ Udfort ] ’ Annuller ]

c) Efter punkt b) er der skrevet folgende i feltet Udtryk 1 dialogboksen: derivative().
Mens cursoren star midt mellem parenteserne, skal du have fortalt, hvad der skal
differentieres. Det kan geres ved at trykke pa knappen Variabler, hvorefter der vel-
ges "PH" 1 dropdown-menuen — da det jo er navnet pd vore funktionsvaerdier! Her-
efter skulle det gerne se saledes ud i feltet Udtryk:

Udtryk:

derivative("PH")

Funktioner = I I Variabler (kolonner) = I ’ Farametre >
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d) Vi skal have valgt det antal decimaler, som tallene 1 vores nye kolonne skal vises
med. Tryk pa fanen Indstillinger og vaelg mindst 4, som vist nedenfor. Afslut ved at
trykke pa knappen Udfort.

' - - ™
Indstillinger for beregnet kolonne ﬂ
idstlinger

Punktsymboler: Farve:

Format: | Udfyldt fikant Str: .
(@) vis hvert punkt. [ bla «

. (7)) Brug kolonne, v: E
Vist prascision: [ Fejlsajleberegninger
) Procentdel (@) Fast vaerdi
[z > |
Automatisk
0 — [
1 (@) Fejl konstant +/-: | 0
2 ?
T3 iol Brug kolonne: ”

Hjselp | Udfart H Annuller ]

e) Du skal nu velge hvilken numerisk metode, som du vil bruge til at differentiere
med. Det gores i menuen Filer > Indstillinger for efterfuldt af navnet pa filen.

41 Logger Pro - Titreringskurver for Phosphorswe.c“

Eiler]Bediger Forsgg Data Analyser Indsaet Indstillinger Side Hjzelp

Ny Ctrl+N
Abn... Ctrl+0
Abn seneste v
Gem Ctrl+5S
Gem som....

LabQuest Browser v
Importer fra v
Eksporter som r

Sideopsatning...

Udskrivningsindstillinger...

Vis eksempel...

Udskriv... Ctrl+P

Udskriv datatabel...
Udskriv graf...
Praeferencer...
| Indstillinger for Titreringskurver for Phosphorsyre... | N
Tilgaengelighed r

Afslut Alt+F4
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f) Hvis du som nedenfor vaelger 3 i dropdown-menuen for Antal punkter for afledt be-
regning, s anvendes faktisk metoden central difference 3, som vi har behandlet
tidligere i denne note. Hvis du gerne vil overbevise dig om rigtigheden heri, kan du
jo for eksempel kopiere vaerdierne fra de to forste sgjler i Logger Pro over 1 et Excel
regneark og sa selv udregne differentialkvotienterne ved hjelp af central difference
3 metoden for at se, at det giver det samme som Logger Pro giver i tredje kolonne -
som omtalt i afsnittet Eksperiment i Excel med data fra kendt funktion.

-

Indstillinger for Titreringskurver for Phospho...@

Disse indstillinger gemmes og gendannes med filen.
Vinkelenheder for trigopnometriske beregninger:

(7) Grader (@) Radianer

I Antal punkter for afledt beregning: [3 v] I
Antal punkter for smoothing beregning: |3 -

Bekraeft sensorkonfiguration || Vis knappen Nul p& vaerktojslinjel

D\Fis knappen Datamarkering pa vaerktajslin

[ vis knappen Grafmatch p3 vaerktgjslinjen
Graftyper: Konstant Linezer |/ |Kvadratisk

Antal sektioner: | Automatisk -

Fil bygget med applikation med datoen: Jun 3 2014 12:16:00
Current application date: Jun 3 2014 12:16:00

[ 0K ]’ Annuller }

g) Du mangler at fa vist grafen for differentialkvotienterne. Det gores meget nemt i
Logger Pro ved at klikke et sted pd anden-aksen. Herved far du adgang til en lille
menu, hvor du velger punktet Mere.... I den nye dialogboks skal du afkrydse feltet
Diff, som jo er navnet pd vores kolonne med differentialkvotienter!

Indstillinger for Y-akse ﬁ

Y-akse:

Tekst:

Y-akse kolonner:

ElDatasa [|Log akse
|;|‘u'o|umen (mL) —H—|  Skalering:
o =
Diff (1/mL) |
Top:
13,0000
Bund:
1,0000

OK ] l Annuller
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h) Nar du har afsluttet med OK, far du grafen for differentialkvotienterne vist sammen

med grafen for PH vaerdierne.

i) Datapunkterne i den nye graf kan synes noget store. Det kan heldigvis @ndres ved
at dobbeltklikke pa overskriften i kolonne 3. Herved popper en dialogboks op, hvor
du kan indstille datapunkterne til en rund cirkel og sterrelsen af punkterne som
Meget lille. Afslut med at trykke pa knappen Udfort.

{ Indstillinger for beregnet kolonne

indslingr

Punktsymboler: Farve:
Format: @ Udfyldt cikkel w Str: .
Meget stor 2
@ vis hvert punkt.  stor 1 bl
: Medium

(") Brug kolonne Lille

Vist praecision: [ Fejlsajlebereaninge s
] ) Procentdel (@) Fast vaerdi
4 -
(@) Decimaler
= (@) Fejl konstant +/-: 0

[ Signifikante tal

["]Brug videnskabelig notatior Brug kolenne: M

E Udfart ” Annuller ]

| Logger Pro - Titreringsk for cmbl
| Eiler Rediger Forsog Data Analyser Indset Indstillinger Side Hijlp

DS @@|<sicet ~HMPAQAQALLILTALMIC (E2 g
| Der er ikke tilsluttet en enhed.
Dalas?at
Volumen | PH Diff
mL) (1/mL)
Em| 0,00000 17562 0,4057 ]
2 0,03571 1,7707/ 0,2028 J
EsH| 0,07143 1,7707 0,0000
4 0,10714 1,7707,  -0,0676
5 | 0,14286 17659 -0,0676
KGN 0,17857 1,7659  0,0000 §
7 0,21429 17659 0,0676 10-] 3
8 | 0,25000 1,7707| -0,0676 :
9 0,28571 1,7611 0,0000 .
10 | 0,32143 1,7707/ 0,2705 .
1 0,35714 1,7804/  0,1352 .
12 0,39286 1,7804/  -0,1352 .
S]] 0,42857 1,7707.  -0,0676 *
14 0,46429 1,7755 0,1352
53| 0,50000 1,7804/  0,0676
16 0,53571 1,7804/  0,0000 .
7l 0,57143 1,7804.  0,0676 =
18 | 0,60714 1,7852.  0,0676 = s
19 0,64286 1,7852. 0,0000 g
0 20 | 0,67857 1,7852  0,1352 a ©
21 0,71429 1,7949,  0,1352 T *
223 0,75000 1,7949  0,0000 a5 &
23 0,78571 1,7949  0,0634
24 0,82143 1,7994/  0,0634
25 | 0,85714 1,7994/  0,0676 “
26 0,89286 1,8042]  0,1352 .,
27| 0,92857 1,8090  0,0676
28 0,96429 1,8090  0,0676 ¢
29 | 1,00000 1,8139.  0,1352 .
30 1,03571 1,8187  0,0676
31 1,07143 1,8187,  0,0000 3
ka2l 1,10714 1,8187  0,0676 S 4 .
33 1,14286 1,8235 0,2028 s
34| 117857 18332 01352 4 3 :
35 1,21429 1,8332  0,0676 by w s
36 | 1,25000 1,8380  0,0676 o >
Es7a| 1,28571 1,8380  0,1310 ¢
38 1,32143 1,8474/ 0,1310
39 | 1,35714 1,8474.  0,0676 . : . : : :
40 1,39286 1,852 0,1352 6 1'0 2‘0
41 - 1,4215]7- 1,8570 E,foze d (16691134  Voumen(my)
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j)  ZAkvivalenspunkterne kan nu nemmere aflases, ved at kigge pa den differentierede
graf. Bemerk, at du sagtens kan ombestemme dig og valge en anden numerisk
metode ved at gi ind i menuen Filer > Indstillinger for...

k) Hvis stejen er sd stor, at man ikke synes de numeriske metoder er tilstrekkelige,
kan man ogsa foretage udglatning. Man kan for eksempel lave en ny beregnet ko-
lonne og kalde den "Udglat". Tryk pd knappen Funktioner og valg smoothAVE.
Tryk derefter pa Variabler knappen og velg Diff var det er navnet pa den kolonne,
vi ensker udglattet.

"’ ——  ——— —
- - . - - 1

analyse v

N B beatsPerMinute

blodtryk v

boolsk »

I regning »

constant

delta

digital filtrering 3

Electrophoresisinterpolate

exp

integer

interpolate

104 I
Ny beregnet kolonne log _‘_@

modulo
I photogate »

Labels og enheder: rate
roterende bevaegelse »

; |Udglat
Navn: 397 e j

statistik (:
Destination: step

Dataszt: | Dataszet stepColumnBased

subset

Udtryk: sum

sqrt —
trigonometrisk v |
Veerdi

[ Funktioner > | [ variabler (kolonner) > |[ parametre > |

1) Bemerk, at du kan styre graden af udglatning via menuen Filer > Indstillinger
for... under punktet Antal punkter for smoothing beregning:

»

Indstillinger for Titreringskurver for Phospho...&J

Disse indstillinger gemmes og gendannes med filen.
A Vinkelenheder for trigopnometriske beregninger:

(") Grader (@) Radianer

Antal punkter for afledt beregning: |3

II

Antal punkter for smoothing beregning: |7
. 3
[] Bekrsft sensorkonfiguration [ vis knappen Nul 5 slinjel

[]vis knappen Datamarkering p& vaerktojslin 9

4

|| vis knappen Grafmatch pd veerktajslinjen i5

Graftyper: Konstant Linezer [v]121

Antal sektioner: | Automatisk |39
1 51 L
Fil bygget med applikation med datoen: Jun 3 201-65
Current application date: Jun 3 2014 12:16:00 81

97

oK ] I Annuller
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m) Herefter kan du nemt fa vist den udglattede graf ved at klikke p& anden-aksen ...

1 Logger Pro - Titeringskurve for Phosporsyre cmbU S I S e T ——

]

Udglat (1/mL)

e

.,.u-ou
»

“ Logger Pro - Titreringskurver for |
Filer Rediger Forssg Data Analyser Indset Indstilinger Side Hjwlp
DS W@|sidet ~[5M @A LLETALMIR |
Der er ikke tilsluttet en enhed.
Dataseet
Volumen ‘ PH Diff ‘ Udglat
(mL) (/mL) | (1/mL)
| 0,00000 1,7562 00,4057  0,1304 B
L2 | 0,03571 1,7707 00,2028  0,1024 J
3 | 0,07143 1,7707  0,0000 0,0751
_4 | 0,10714 1,7707  -0,0676  0,0548
5 | 0,14286 1,7659  -0,0676  0,0000
6 | 0,17857 1,7659  0,0000 -0,0183
7] 0,21429 1,7659 0,0676  0,0146
8 | 0,25000 1,7707  -0,0676  0,0420
9 | 0,28571 1,7611 00,0000  0,0457
10 | 0,32143 1,7707 00,2705  0,0457
11 0,35714 1,7804  0,1352  0,0457
E20| 0,39286 1,7804 -0,1352  0,0475
13 | 0,42857 1,7707  -0,0676  0,0439
14 | 0,46429 1,7755  0,1352  0,0292
_15 | 0,50000 17804 0,0676  0,0274
16 | 0,53571 1,7804  0,0000  0,0420
7] 0,57143 1,7804 0,0676  0,0621
18 | 0,60714 1,7852 00,0676  0,0640
19 ] 0,64286 1,7852  0,0000  0,0603
20 | 0,67857 17852 0,1352  0,0708
21 | 0,71429 17949 01352  0,0702
22 | 0,75000 1,7949  0,0000 0,0664
23 | 0,78571 17949  0,0634 0,0789
24 | 0,82143 1,7994  0,0634 0,0734
25 | 0,85714 17994  0,0676  0,0700
26 | 0,89286 1,8042  0,1352  0,0867
27 | 0,92857 1,8090 0,0676  0,0873
28 | 0,96429 1,8090 0,0676  0,0804
29 | 1,00000 1,8139  0,1352  0,0786
30 | 1,03571 18187  0,0676  0,0822
31 1,07143 1,8187 00,0000  0,0895
32 | 1,10714 1,8187  0,0676  0,0950
33 | 1,14286 1,8235 0,2028  0,0950
34 ] 1,17857 18332 01352  0,1019
35 | 1,21429 18332 00676 10,1123
36 | 1,25000 1,8380 0,0676  0,1102
37 | 1,28571 1,8380 0,1310  0,1045
38 | 1,32143 18474 01310 0,1136
39 | 1,35714 1,8474 0,0676  0,1303
40 | 1,39286 18522 0,1352  0,1360
41 1,42857 1,8570 0,2028  0,1476 v
A |

T T T T
20
Volumen (mL)

Lad os stoppe databehandlingen i Logger Pro her.
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Taylorpolynomier og flere differensmetoder

Dette afsnit og de folgende er dedikeret til folk, som vil have et lidt sterre overblik over
omradet med numerisk differentiation. Stoffet er nok 1 overkanten af, hvad de fleste
elever i gymnasiet med rimelighed kan tilegne sig. Det er derfor for viderekomne.

Lad f vare en funktion, som er differentiabel i x,. Fra gymnasiet kender vi ligningen
for tangenten til grafen for /1 punktet x,:

(11) y=f"(x) (x=x)+ f(xp)

Vi ved, at tangenten til grafen for /1 x, tilnermer funktionen omkring dette punkt. Hvis
vi kigger pd det fra et funktionssynspunkt, si kan vi definere folgende funktion:

(12) P(x) = f(x0)+ ["(x9) - (x = xp)

som er et forstegradspolynomium i x — husk at x, er konstant! Men som navnt er F,(x)
kun en tilnermelse til f(x). Forskellen mellem f(x) og B (x) vil vi betegne R, (x).
Det betegnes ogsa restleddet. Vi har dermed:

(13) J) = f(x)+ f'(x0) - (x = xp) + Ry (x)

Vi er interesseret 1 at fi lidt mere styr pé dette restled. Kan vi s&tte en ovre grense for,
hvor stor det kan vere? Svaret er bekraeftende, hvis vi antager, at funktionen er to gange
kontinuert differentiabel 1 et interval omkring x,,. Vi skal have fat 1 den anden afledede
af funktionen. Men for vi ser pa den, skal vi formulere og bevise en beremt og smuk
setning, som ofte viser sig velegnet i beviser.

Szetning 3 (Rolles s@tning)

Lad f'vare en funktion, som er kontinuert i det lukkede interval [a,b], differentiabel
i det tilsvarende abne interval ]a,b[ og som opfylder at f(a)= f(b)=0. Sa findes
deret c€la,b[,sa f'(c)=0.

Bevis: Rent intuitivt virker setningen indlysende, ndr man kigger pd en figur. Hvis gra-
fen for f'har endepunkter pé x-aksen, s& mé der vare mindst et sted imellem, hvor der er
vandret tangent. I tilfaeldet pa figuren er der endda to mulige valg for c.

A

v
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Vi vil dog alligevel give et formelt bevis. Hvis funktionen er identisk nul i hele det luk-
kede interval [a,b], sd er f'(x) lig med O for alle x €]a,b[. I det tilfeelde kan ethvert
punkt i det abne interval vaelges som c. Hvis f ikke er konstant lig med 0 i det lukkede
interval, s& bruger vi kontinuiteten af ftil at konkludere, at der mé findes et maksimum
og et minimum for /1 [a,b]. De kan ikke begge vare 0, eftersom fikke er konstant lig
med 0. Det punkt pa x-aksen, hvori der er et maksimum eller et minimum, som er for-
skellig fra 0, kan bruges som c. Dels er der klart vandret tangent i dette punkt og dels er
det et indre punkt i intervallet. Det sidste folger af, at funktionsverdien er # 0 her,
mens funktionsverdierne i endepunkterne er 0.

Szetning 4 (Taylors formel for n =2)

Antag at funktionen er to gange kontinuert differentiabel 1 et interval 7, hvor x, 1.
For ethvert x € / findes da et ¢ mellem x og x,, s&

(14) F@) = fx) + () (x = x0) + 5 £7(€) (3 = x)°

Bevis: Ifelge (12) kan (14) ogsa udtrykkes ved

(15) f()=R@)+5- 1) (x—x,)°

hvor B er det approksimerende forstegradspolynomium. Lad x og x, vare givet. Vi vil
da definere en storrelse K ved

16 « - J@-RW

(x— xo)2

Dermed haves:
(17) f(x) = B(x)+K-(x-x,)*

Vi indferer nu en hjelpefunktion:

(18) H(t) = [()~RO-K-(1-x))’

For det forste ser vi, at K ikke athanger af ¢, s& den vil fungere som en konstant i hjel-
pefunktionen. Lad os differentiere hjelpefunktionen et par gange:

(19) H'(t) = (1)~ P (0)-2K (1~ x,)
(20) H'() = f"(0)-PB()-2K = f"(5)-2K

I (20) har vi udnyttet, at B, er et forstegradspolynomium og derfor giver 0, nar den dif-
ferentieres to gange. Lad os indsatte x, i bade Hog H':

(21 H(xy) = f(x)=P(x)—K-(xy=x)> = f(x)=R(x,) = 0
(22) H'(xy) = f'(xo)—Pl'(xO)—ZK-(xO—xo) = f'(xo)_Pl'(xo) =0

Af (17) og (18) fér vi at H(x)=0. Da hjelpefunktionen er 0 1 bade x og x,, kan vi bru-
ge Rolles satning til at konkludere, at der findes et ¢, mellem x og x,, s& H'(¢;)=0.
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Vi kan gentage successen med H'. Den er nemlig nul i bade ¢, og x, ifelge (22). Der-
med kan Rolles satning bruges igen. Vi slutter at der findes et ¢ mellem ¢, og x,, s
H"(c)=0. Ifelge (20) betyder det, at f"(c)-2K =0 < K=4-f"(c). Dnne verdi
kan indsttes 1 (17), hvoraf vi far f(x) = A(x) +%-f”(c)-(x—xo)2 og dermed (14),
som egnsket. Verdien c ligger desuden klart mellem x og x, .

Den bar bemarkes, at ¢ normalt athenger af x og x,. At setningen alligevel er meget
brugbar kan demonstreres ved et eksempel.

Eksempel 5

Betragt funktionen f(x)=sin(x). Nar vi differentierer et par gange, far vi umiddelbart
falgende: f'(x)=cos(x) og f"(x)=—sin(x). Vi ensker at udregne det approksimeren-
de 1. gradspolynomium i punktet x, =%

[ = f@ =sin@ =%, [(x)=/EF)=cos(})=F

=

som giver:
B(x) = fE)+ (@) (x-5) =242 (-

Spergsmalet er hvor praecis approksimationen er, hvis man ensker at indsatte en x var-
dii A(x) fremfor at indsaette i f(x) selv? Lad os sige, at x ligger stykket / fra x,, dvs.

)= x+2.(1-2)~0,7071x +0,1517

INE

at h=x—x,. Vi kan vurdere restleddets numeriske storrelse idet vi bemarker, at sinus
altid ligger mellem -1 og 1.

2 .
|R1(x)| < 1 max |f”(c)|-|x—x0| =1. max |-sin(c)|-h* = 1A
c mellem x og x, c mellem x og x,

Fejlen er altsé hgjest af storrelsen %hz . Situationen er illustreret pa figuren nedenfor.

PiX) oo
A

v

/4 X T

Det er klart at matematikere ikke stiller sig til tdls med at approksimere en funktion med
et 1. gradspolynomium. De vil automatisk tage skridtet videre: Kunne vi ikke approksi-
mere funktionen med et polynomium af hegjere grad? Det leder os frem til den generelle
formel for Taylorpolynomiet.
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Szetning 6 (Taylors formel)

Lad f veere en funktion, som er n+1 gange kontinuert differentiabel i et interval 7,
hvor x, € I. For ethvert x € [ findes da et ¢ mellem x og x,, s

F = £+ L - >+@'<x—xo>2+...+Lﬁ"°)~(x—xo>"
n
(n+1)
+€n+1()i) _(x_xo)n+l

Bevis: Sztningen kan bevises analogt til den made vi beviste sa&tning 4 pd. Vi vil ikke
give detaljer her.

Vi kan dele udtrykket i s&tning 6 op i to dele: f(x) = P,(x)+R,(x), hvor

[, )+f"(2x0>.(x_xO)z+___+f“”(’xo)
n

(23) B(x) = f(x)+

‘(x_xo)n
(24) R (X) — f(nﬂ)( ) ( —x )n+1
(n+1)! ’

Her kaldes P,(x) for Taylorpolynomiet af orden n for f(x), med udviklingspunkt x, .
Sterrelsen kan ogsa betegnes det approksimerende polynomium af hajst n'te grad for
f(x) i punktet x,.Leddet R, (x) kaldes for restleddet. Vi skal kigge pé et eksempel.

Eksempel 7

I eksempel 5 tilnermede vi sinus-funktionen med et approksimerende 1. gradspolyno-
mium 1 punktet x;, =%. Nu vil vi bestemme det approksimerende 3. gradspolynomium
til f(x) =sin(x) i punktet x, = 0. Vi differentierer fire gange:

f(x)=cos(x), ["(x)=-sin(x), f"(x)=-cos(x), f¥(0)=sin(x)

Hvilket med x, =0 indsat giver folgende verdier:
f(0)=sin(0)=0, '(0)=cos(0) =1, "(0) =—sin(0)=0,, f"(0) =—cos(0) =—1
Vi har dermed:

R = @+ LD -0+ L0 -0y + L -0y
= O%rl-ergxz%r_—lx3
1! 2! 3!

_ 1.3
= X—%X
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1 f(x)

v

Py(x)

Figuren viser, at det approksimerende tredjegradpolynomium giver en meget fin tilneer-
melse til sinus-funktionen, is@r i nerheden af udviklingspunktet x, = 0. Afvigelsen er
bestemt ved restleddet, som vi kan vurdere lidt pd samme made som i eksempel 5:

Ry < — max  [fO©)|x-x[ =2 max [sin(e)]-h* = Lh*

' ¢ mellem 0 og x cmellem 0 og x,

Vi slutter eksemplet her.

Grunden til, at vi har gennemgaet teorien for Taylorpolynomierne ovenfor er, at vi kan
bruge dem til at udvikle nye metoder til numerisk differentiation. Lad os kigge pa
Taylorpolynomiet for funktionen /1 punktet x, og indsxtte forskellige vardier for x
omkring x,, n&rmere bestemt x, — 24, x, — h, x,, x, + h og x, + 2h . Det giver folgende:

f(xy=2h) = f(x,) +%-(—2h} +% (=2h)? +%-(—2h>3 +%-(—2h}4 +...

f( O) ( h) f”('XO)

(=h) + f"’(xo)( )+%-(—h)4+...

S g =h) = f (%) +—7=

fxo)= f(x0)+f( 0) f”;O) 0% + fm3(|0) 0’ + f(4;(xo) 04 +

S Gxg+h) = f(x) +

[G0) S0 o, L) o SO
21 3! 41

£ +2h) = fxg) + L Efo) (amy+ L) ";‘0) (any + L) m;fo) oy +L (4;(')50) (2hy*

Man kunne nu f4 den gode idé at gange den forste ligning med a_,, den naste ligning
med a_,, den midterste ligning med g, og de to efterfolgende ligninger med henholds-
vis a, og a, og derefter leegge alle ligningerne sammen! Derefter kunne man forsege at
bestemme koefficienterne a_,,a_,, a,, a,, a, , sd funktionsvaerdien i x,, og alle afledede
1 x, op til og med 4. orden gér ud, med undtagelse af den forste afledede, hvis koeffi-
cient vi vil have til at give 4. Vi ensker altsd at finde koefficienter a_,,a_,, a,, a,, a, , s&
folgende er opfyldt:
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a,-f(xo=2h)+a_ - f(xo—h)+ay f(x)+a, - f(xg+h)+a,- f(x,+2h)

(25) , " m )
= 0-f(x)+h-f"(x)+0- f"(xo) +0- f"(xg) +0- /77 (x,) + rest

Sterrelsen rest er en linearkombination af de restled, der ifelge s@tning 6 med n =4, er
pé folgende form, hvor ¢; ligger mellem x, og x,+i-A foralle i=-2,-1,0,1,2:
5) %) %)
rest = a -1 &2) 5(f2) (2 +a, L) S(fl) () +ay L) 5('00) 0’

f(s)(cl)
sy

+a W +a,

(26)

_ g_j_[(_z)s ay [+ (=) a, - O )+0%a, FOc,)

+1° " _f(S)(Cl)+25 "ay 'f(s)(cz)J

Lad os vende tilbage til ligningssystemet. Opgaven bestar i at lgse 5 lineaere ligninger
med 5 ubekendte. Ligningssystemet kan meget overskueligt skrives pd matrix-form pé
folgende méde, hvor koefficienterne a_,, a_,, a,, a,, a, altsa er de ubekendte:

1 1

LT 1a, 0
-2 -1 0 1 2 a 1
(27) 2" (=D* 0 1" 22| q | =10
(-2 (=) 0 ¥ 2| a | |0
-2* -D* 0 1* 2*)\ 4 0
Detaljerne overlades til laeseren. Vi regner videre og far:
1 1 1 1 1)\(a, 0
-2 -1 01 2]||a, 1
(28) 4 1 01 4|/a |=]0
-8 -1 0 1 8| g 0
16 1 0 1 16)( a, 0
Det viser sig, at ligningssystemet har folgende losning:
(29) a,=3,a,=-% a,=0, a,=3%, a,=—3%

Lad os vende tilbage til leddet rest fra (26). Vi ved nu hvad koefficienterne er lig med.

rest = }51_5"[(—2? T )+ (D) f Ve ) +0°-0- fOe)

H 3 9 +27 () S

(30)
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Lad os skrive rest pa formen rest =k - k>, hvor k er en konstant, for at fremhaeve afhan-
gigheden af skridtleengden 4. Hvis vi benytter den korte notation f; for f(x,+i-h) og
1o for f'(x,), s& bliver (25) til folgende:

~w ot F o= it = kel
Ved at dividere med % pa begge sider og flytte restleddet over, far vi det endelige udtryk
for den metode, som gér under navnet 5-point Central difference, fordi den involverer
fem punkter (hvor det ene godt nok er 0):
VR +%'f,1 _%fl +i5- Tkont

(31) fo’ = P

som ogsd kan skrives:

r_ oS8 -8 f+ ) Iy

(32) Jo 12h

Bemaerkning

Desvarre afthenger leddet rest 1 (30) af den femte afledede 1 fem forskellige — 1 ovrigt
ukendte — punkter. Det viser sig imidlertid, at man kan udskifte alle de fem afledede
med en femte afledet evalueret i det samme punkt. Det omtalte faelles punkt vil vi
betegne c. Derved bliver restleddet til: rest =—+5- B - f9(c). Det felles punkt er ogsa
ukendt, men vi ved, at det skal ligge imellem x;,—2h og x,+2h. Derved fir vi den
kortfattede formel:

(33) fo’ _ —f—2+8-f1_12}:8-f1 +/5 +3—10h4-f(5)(c)

hvor c €]x,—2h, x, +2h[ eller c €] x_,, x,[, hvis man foretraekker notationen fra side
4 tidligere 1 denne note. Foruds@tningen for ovenstdende er, at funktionen fskal vere 5
gange kontinuert differentiabel i et interval /, som indeholder de fem punkter, som vi
benytter: x_,, x_,, X,, X, X, . Med det mere pracise restled i (33) fremfor (32) kan vi
nemmere foretage vurderinger af den begaede fejl, lidt som vi gjorde tidligere i eksem-
pel 5 og eksempel 7. At restleddet kan skrives pa formen 3—10114 - f9e) i (33) fremgar
ikke direkte af ovenstdende. Restleddet kan imidlertid fas frem, hvis man tager et helt
andet udgangspunkt end vi har taget ovenfor: Hvis man i stedet for Taylorpolynomier
bruger interpolationspolynomier pa Newtons form, kan man udlede det. Det vil fore for
vidt at komme ind pa det her. Man kan laese om metoden i [2] fra side 135. P4 side 179
omtales restleddet.

Central Difference formler

Vi har allerede set eksempler pé to af den slags, som betegnes Central difference me-
toder. Den forste er (10) side 5 og den anden er (33) ovenfor. Ordet "central" gér pa, at
man benytter funktionsvardier 1 punkter, som ligger symmetrisk omkring det punkt x,,
hvori man ensker den numeriske differentialkvotient. Det giver den bedste tilnermelse.
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I Wikipedia (se linket [3]), kan man finde en rekke central difference-formler. Om-
skrevet og med restled ser de saledes ud:

fi = A g

foy _ —f_2+8-f_1—8-fi+f.2 +%h4.f(5)(c)

12h
r =9, =45 f+45- -9 f, +
fo _ f3 fz fl fl fz fa_ﬁ_h@f(ﬂ(c)
60h
r 3 f =32, +168- f, =672 f  +672- f,—168- f,+32- f;-3-
fo _ S S /o é;i)h S f /3 f4+6—§0-h8-f(9)(c)

I nevnte rekkefolge har de navnene 3-punkt central difference, 5-punkt central diffe-
rence, 7-punkt central difference og 9-punkt central difference. P4 samme hjemmeside
kan man ogsé finde ikke-centrerede differensmetoder, og endda ogsd formler for hejere
afledede.

Savitsky-Golay filtre

Alle de metoder, som blev udviklet med Taylorpolynomier i forrige afsnit, har de egen-
skaber, at de er eksakte for alle polynomier af grad op til og med ordenen af metoden.
Séledes er 3-punkt central difference eksakt for polynomier med grad op til og med 2. 5-
punkt central difference er eksakt for polynomier af grad op til og med 4, etc. Denne pé-
stand ses direkte af restleddets udseende. Det er det maksimalt opnéelige for det antal
punkter, som er involveret i de enkelte metoder. Man skulle derfor tro, at man havde at
gore med i enhver henseende optimale numeriske metoder. Det viser sig imidlertid, at
metoderne er temmelig folsomme, nir de anvendes pa hurtigt oscillerende funktioner.
Derfor er der blevet udviklet numeriske metoder, som har en bedre egenskab her. En
familie af disse er de sakaldte Savitsky-Golay filtre. Vi skal ikke gé i detaljer med dem
her, blot henvise til Wikipedia 1 [4], hvor nedenstdende metoder kan findes. Begge er 7-
punktsmetoder. Den forste har orden O(h?), mens den anden har orden O(h*):

v 32 St N2 543/
28h

2

Jo

22 f =67 f =58 f 458 f,+67-f,=22-f,

Jo 252h

2

Disse filter har desuden ofte en udglattende virkning pa data. Lest sagt er de blevet ud-
ledt ved at anvende foldning og tilnerme et antal datapunkter med et polynomium af re-
lativ lav grad under anvendelse af mindste kvadraters metode.
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Glatte stogj-robuste differentiatorer

Nogle andre metoder, jeg er faldet over, er metoder udviklet af Pavel Holoborodko. De
kan findes pa hans hjemmeside [5]. Jeg vil give hans bud pé to 7-punktsmetoder, den
forste af orden O(h*), den anden af orden O(h*):

v =f3=6-f, =14 £ +14- fi+6- 1+ f;
128h

2

Jo

D5 =124 £, =39 £, +39- f+12- f, =5 f;
964

Q

Jo

Der kan siges meget mere om dette emne med numerisk differentiation. Vi afslutter dog
diskussionen af emnet her.
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